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Resumo: Neste trabalho, investigamos a existéncia de solugbes nao triviais para um
sistema eliptico definido em R”, envolvendo o operador p-Laplaciano. Sob hipéteses ade-
quadas de coercividade dos potenciais e condi¢oes de regularidade e crescimento das nao
linearidades, demonstramos, por meio de métodos variacionais, que o funcional associ-
ado ao sistema satisfaz as condicoes do Teorema do Passo da Montanha, assegurando a
existéncia de solucoes fracas nao triviais.

Palavras-chave: Operador p-Laplaciano, Sistemas elipticos, Existéncia de solugoes fra-
cas.

Abstract: In this work, we investigate the existence of nontrivial solutions for an ellip-
tic system defined in R”, involving the p-Laplacian operator. Under suitable coercivity
assumptions on the potentials and appropriate regularity and growth conditions on the
nonlinearities, we demonstrate, through variational methods, that the functional associa-
ted with the system satisfies the conditions of the Mountain Pass Theorem, ensuring the
existence of nontrivial weak solutions.
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1 Introducao

Neste artigo, estudamos a existéncia de solucoes para o seguinte sistema eliptico envol-
vendo o operador p-Laplaciano, definido no espaco nao limitado RY

—Aju+ a(z) |uf’? = Fy(z,u,v), z € RY
—A+b(x) [v]*? = Ey(x,u,v), * € RV, (S)

onde 1 < p,q < N;a,b: RY — R sdo fungdes continuas satisfazendo
a(z) > ag > 0,b(x) > by > 0,V € RV, além de serem coercivas, isto é:

lim a(z) = lim b(x) = co.
Nosso objetivo é estabelecer a existéncia de solugoes nao triviais para esse sistema. Como
condi¢ao natural decorrente da estrutura do problema, a origem (u,v) = (0,0) é uma
solugdo trivial, j& que assumimos F'(z,0,0) = F,(x,0,0) = F,(x,0,0) =0 .

O presente estudo é motivado pela generalizagdo de resultados previamente estabeleci-
dos. Em particular, destacamos o trabalho de D. G. Costa que analisou um sistema
variacional semelhante no espaco de Hilbert H'(RY), , sob condigoes de coercividade e
crescimento para os potenciais. Além disso, mencionamos o estudo de A. Djellit e S.
Tas [4] que investigaram sistemas elipticos com operador p-Laplaciano e auséncia de ter-
mos de potencial, utilizando a condi¢ao de compacidade de Cerami e hipoteses de nao
quadraticidade sobre o funcional.

Nosso enfoque recai sobre a anélise variacional do sistema, com a finalidade de aplicar o
Teorema do Passo da Montanha e provar a existéncia de solucoes fracas nao triviais. Para
isso, impomos condicgoes especificas sobre os potenciais e sobre a funcao F', assegurando
a estrutura necessaria ao tratamento pelo método de pontos criticos.

2 Hipoteses Variacionais

Nosso principal objetivo é demonstrar a existéncia de uma solugao fraca nao trivial para o
sistema (S), por meio da analise variacional do funcional associado. Para isso, assumimos
as seguintes hipoteses sobre os potenciais e sobre a funcao nao linear F' :

(Hy) As fungoes a,b: RY — R sdo continuas e satisfazem:

a(r) > ag > 0,b(x) > by > 0,Vx € RY.
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(H3) (Coercividade ) As fungoes a e b sao coercivas, isto é:

lim a(z) = lim b(x) = co.

(Fy) (Regularidade) A funcio F': RY x R? — R pertence a classe O e satisfaz:

F(2,0,0) =0,Vz € RY.

(Fy) (Crescimento controlado ) Existem constantes ¢; > 0,1, po, g1, g2 tais que:

8—F(x, u,v)

ou
oF

—(z,u,v)

v

< uf | em RY

< uf? | em RY

onde max{p, ¢} < p; + ¢; < min{p*,¢*} parai=1,2; e
Np

*

Nq

(F3) (Estrutura do tipo Ambrosetti-Rabinowitz) Existe u > max {p, ¢} -
U-VF(x,U)>p-F(z,U) > 0,¥(x,U) € RY x R?,

Trabalharemos no contexto em que (F,,F,) = VF para F € C' (RY x R%R) e
consideramos o funcional associado ao sistema (S), definido por:

Z(u,v) = ]%/RN (|Vul” + a(z) [u?) dz + é /RN (|Vol? + b(x) |v]?) dx — /]R F(x,u,v)dx,

N
para todo (u,v) € E,,.
Definimos os espacos funcionais envolvidos:

(A;) O subespago E,, C W'P(RY) x W14(RYN) & definido por

E,q = {(u,v) € WP(RN) x Wh(RN); Jan (IVul]? + a(x) [ul” + [Vo|? + b(z) [v|?) dz < oo}

com 1l <p,qg<N.
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(A2) A norma associada ao funcional Z é definida por :

1w, )|, = llullz, + lvllE, ,
onde

Jully, = / (IVal? + a(x) [uf?) de
RN

Jolly, = [ (Vol"+ bGo) o) d

(A3) Com essa norma, £, , ¢ um espago de Banach reflexivo, conforme mostrado em [1] .

3 Ferramentas Variacionails

Para demonstrar a existéncia de solugbes nao triviais para o sistema (S), utilizamos uma
abordagem baseada no Teorema do Passo da Montanha, em conjunto com a condicao
de compacidade de Palais—Smale. Ambas sao ferramentas fundamentais no contexto dos
métodos variacionais.

Apresentamos a seguir os conceitos centrais utilizados:

Definigao 3.1 (P.S.) Seja E um espago de Banach e ¢ € C'(E,R) . Dizemos que
¢: E — R satisfaz a condigao de Palais - Smale (abreviadamente, condigcio (PS)) se ,
toda sequéncia (un,v,) em E tal que :

|6(tn,v,)| < C e ¢ (up,v,) =0 em E,

possui uma subsequéncia convergente em .

Teorema 3.2 (Teorema do Passo da Montanha): Seja E um espaco de Banach e
¢ € C' (E,R) satisfazendo a condi¢io (PS). Suponha que :

2. Existem constantes p,a > 0 tais que ¢ > o na fronteira da bola B,;

3. Eziste um e € (E — B,) tal que ¢(e) < 0.
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Entao, ¢ possui um valor critico ¢ > « . Além disso, ¢ pode ser caracterizado por

¢ =inf max U
g€l ueg([0,1]) ¢< )

onde

P={geC(0,1],E): g(0) =0, g(1) = e}.

Demonstragcao : Para uma demonstracao completa, consulte Rabinowitz @

Observacao : Para mais informacoes sobre os espacos chamados de Espacos de Sobolev

E, WY (RYN), WH(RN) consulte Rabinowitz [6].

4 RESULTADOS PRELIMINARES

Antes de aplicar o Teorema do Passo da Montanha, apresentamos alguns resultados auzili-
ares fundamentais relacionados a estrutura variacional do funcional associado ao sistema

(S) -

Lema 4.1 Se as hipdteses (Hy), (Hs) sao satisfeitas, entGo a imersao

E,, — LP(RY,R) x LY(RY R)

€ compacta.

Demonstrag¢do : Sem perda de generalidade, suponha que (u,,v,) — (0,0) fracamente
em E,,. Nds desejamos mostrar que (u,,v,) — (0,0) em LP(RY R) x LY(RN,R). Uti-
lizando a teoria de convergéncia fraca, desde que E,, € reflexivo, se (un,v,) converge
fracamente, entio (u,,v,) € uma sequéncia limitada , ou seja , existe uma constante
C' >0 tal que ||(un, vn)|p, < C, ou seja ,

[(tns vn)ll s, , = lunllg, + lonlls, < C.
Seja € > 0 . Pela coercividade de a(x) e b(x), existe R > 0 tal que

2 2C
a(x) > 2 >0 e b(xr) > — >0, para todo || > R.
€ €

Dividimos RY em duas regioes : a bola Br centrada na origem e seu complemento BS .
Por consequinte, defina o operador T';

T . W'(RN,R) x WH(RY,R) — WY(Bp,R) x W(Bg,R)
(u,v) — ['(u,v) = (u,v).
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Sob a condi¢ao de que o operador T' € continuo, mantém-se que (un,v,) — (0,0) fraca-

mente em W'P(Bg,R) x Wh4(Bg,R) = E(Bg). Empregando a teoria de imersao nos
espagos de Sobolev [2] ,

W'?(Bg,R) x WH4(Bg,R) « L*(Bg,R) x LY(Bg,R).
A wista disso, dado € > 0, existe um ng € N de forma que , para todo n > ng,

€
pd — p < =
[l e = ol < 5

€
[ ol = lenlitags, < 5

Br

Por outra perspectiva, escolhendo R e usando a condicao (A7),

2 2 1
_/ P dz < -/ calz) |un|pdx:—/ a(@) |un P dz
€ B}%‘ € Bg 20 C B}%‘

1 1
< G L (Tl )l o= el <1

como também, de maneira simile,

2 1
_/ oal? i < = allh, <1
5§

€

Posto isso, obtemos as desigualdades

/ U, | do < E, / || da <
Bg 2 BC

R

DN

Recorrendo ao resultado de que

/ |un|pdx:/ |un|de+/ P da,
RN Br B

%
nos obtemos a limitacao

€ €
Pde < = + =,
/RN|“”| T3ty

Da mesma maneira, obtemos o mesmo resultado para a sequéncia (vy,).
Em conclusao, contemple que
[t v) — (070)||LP(RN)><L‘1(RN) = [lun — OHLF(RN) + [vn — OHLq(RN) < 2e

e o resultado desejado € alcancado .
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Lema 4.2 (Compacidade do operador nao linear associado) Suponha vdlidas as hipdteses
(Hy),(Hsy) e (Fy) . Dessarte, obtemos que a aplica¢ao

N:E,,—E,

é compacta, assente que
N(u,v) ::/ F(z,u,v)dz.
RN

Demonstracao : Nossa estratégia aqui € mostrar que dada uma sequéncia limitada
A . ’ ’ ’
(Un,vn) C Epq, a menos de subsequéncia , N (un,v,) — N (u,v) fortemente em E, .

Efetivamente, usando a definicao de norma podemos verificar que

/

HN/ (tn, vy) — N (u,v)
= sup (N (uayv) = N (,0) (0, )|
ll(p,9)]I<1
< sup / (Fy (z, up,v,) — Fu(x,u,v)) pdx
l(e,0)]|<1 |JRN
+ sup / (Fy (z,up, vy,) — Fy(z,u,v)) de| .
(e, )| <1 |JRN

Pelo cardter reflexivo de E, ,, hipdtese (As), existe (u,v) € E, , tal que
{ (Un,vn) = (u,v) em E, g,

(Un (1), v (7)) = (u(z),v(z)) ¢t.p xRV,

Objetivando verificar que, ¥ (¢,v) € E, 4, temos

/ Fu(z, up, v,)ode — Fy(z,u,v)pdx, n — oo,
RN RN

/ Fo(x, up, v,)0de — Fy(z,u,v)dz, n — oo,
RN

RN

remos apenas verificar a primeira convergencia, pois a outra seque analogamente.

Pelo Lemal{.1], podemos utilizar a imersao compacta E,4(RY) < LP(RN) x L{(RN). Em
sequimento,
(tn, vn) = (u,v) em LP(RY) x LYRY).

Pela hipdtese (Fy), Fy(z,un,v,) € continua em (RN x R% R). Isto implica que

Fu(2, un (), va(2)) = Fy(z,u(z),v(z)) q¢tp. em RY.
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Isto posto, defina a sequéncia
fal@) = Fu(a,un (@), va(2))p(x) = F(z, u(z), v(x))p(2) = f(z) g.t.p. em RY.

Designamos
gn ‘=0 |un|p1_1 |Un|q1 |90‘ :

Observamos que

gn(@) = e1 [un (@) Joa (@) ()] = g(2) = erJu(@) ' o(@)|[™ [o(2)] g¢.t.p. em RY

e ainda, lancando mao da hipdtese (Fy),
| fol = [Fu(, i, 00)] < 1 fun ™7 ua] ™ Jo] = gn

e pela Lema

Timlgn = gl gy = 0-

Note que estamos em condicoes de usar a sequinte versao do Teorema da Convergencia
Dominada de Lebesgue em :

Sejam (fn), (gn) sequéncias de funcées em L' (]RN) tais que f, — f € g, — g q.s.
em RY. Suponha que |f,| < gn g.5. em RY e que lim|g, — gllp1gny = 0 . Entao,
hm [ fo = fllpigyy =0 e [f] < lg] g5 em RN .

Podemos concluir que
/ Fu(x,u,, v,)de — Fu(z,u,v)de.
RN RN
Um argumento andlogo mostra a convergéncia do termo envolvendo F,(x, U, vy,) .

Assim, N’ (un,v,) = N'(u,v) fortemente em E, .

O

Lema 4.3 (Condicao de Palais—Smale) Suponha que as hipdteses (Hy), (Ha), (F1), (Fy) e (F3)
sejam satisfeitas. Entao, o funcional T: E, , — R definido por

1 1
Z(u,v) = — lullp, + = [vllE, — / F(x,u,v)dx,
p q RN

satisfaz a condicao de Palais-Smale.
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Demonstragdo : Considere (u,,v,) C E,, uma sequéncia tal que
1Z(tn, vn)| < C, T (U, vn) = 0 em E;D’q
Nosso objetivo é mostrar que (u,,v,) admite uma subsequéncia convergente em E, ,
Dado € > 0, existe um ng natural tal que |Z(u,,v,)| < C e ||I/(un,vn)H <€,Vn > ny.
Assim, Yn > ny,
HE (s 0a) = (T (tn, 00, (s 00) ) < 0C + € (v, , -

Sem perda de generalidade, considere p < q < p. Entao, utilizando as hipdteses (F1), (F3)
e (Fg)
HT (s 00) = (T (i, ), (1, v0))

1 1
i {— (|Vun|” + a(z) |u,|") de + —/ (|Vun|* + b(zx) |v,|*) dax — / F(x, up, vn)dx}

D Jrny q JrN RN
_ {/ (IVun|? + a(x) |un|” + [Vo,|* + b(x) [v,]?) de — / (B, Uy, )ty + Fy(, Uy, Uy 0y) dx}

RN RN

bot) [ o) Py (2 1) [ (90l o) o) de

(Fu(, Uy, 0 )y 4+ Foy(, Uy, 00y — pWF (2, U, vy,)) d

1)y, + (——1)||vn||%q

Ey

_l’_
T

Vv
7~ N7 NN
'Qlt 'Qlt ﬁlt
—
N— —
N
5
3
—%
+
=
3
-
——

Assim sendo , obtemos V¥n > ng,

Y]

HC -+ €l vn)llg,, = 1T, va) = (T (s ), (i, v2))

L
(5 _ 1) ot o)

implicando que a sequéncia {(u,,v,)} € limitada no espago E,,

v
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Considere agora a aplicacao dualidade D definida por

D: E, — E,
(u,v) — D(u,v)
onde D(u,v) = ((u,v),.)p = Z'(u,v) + N'(u,v) € E,,.

Novamente, pela monotonicidade do p-Laplaciano em [@/, temos D' o operador inverso
de D, onde D ¢ uma isometria. Aplicando D™ & sequéncia (PS), temos

(tns V) = D™HT (tp, v)) + DHN (1, 1))

Segque disto que (uy,v,) possui uma subsequéncia convergente, pois por hipdtese,
I’(un,vn) — 0 e D é uma isometria. Com efeito, pelo Lema 4.2, N' é um operador
compacto e desde que a sequéncia (u,,v,) € limitada, assim N’(un, V) possui uma subse-
quencia convergente.

Epilogo : (u,,v,) possui uma subsequencia convergente, isto significa que o funcional T
satisfaz a condi¢ao (P.S.).

O

5 Demonstracao do Teorema Principal

Demonstracao : Para aplicar o Teorema do Passo da Montanha e garantir a existéncia
de uma solugdo fraca nao trivial do sistema (S), verificamos que o funcional I: E, , — R
satisfaz todas as condicoes requeridas:

1. TeCY(E,,R);
2. satisfaz a condi¢do de Palais—Smale (Lema ;

3. possui a geometria caracteristica do Teorema do Passo da Montanha.

possui a geometria caracteristica do Teorema do Passo da Montanha.

Utilizando a hipdtese (F3), mostramos que F(x,u,v) satisfaz condigoes inferiores e supe-
riores de crescimento que garantem a forma geométrica desejada do funcional.
(a) Crescimento para |[U| > 1 :

Pela hipdtese (F3) , Vo € RN e U = (u,v) € R?, temos

=

‘VF(:C,U)
19

F(z,U)

10
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Integrando (a) de 1 até |U|, se U > 1{ ou caso contrdrio),

F(z,U)
LY S e
n‘F(:p,ﬂ:l)‘_ n|U]

Como F(x,U) > 0 para todo U € R? e a funcdo logaritmica é crescente, obtemos

F(z,U) > F(z,£1) |U|" = ‘rvn‘i_nl F(x,V)|U" > 0,¥z € RY |U| > 1.

Isso significa que, dado um conjunto B C RY limitado, Yo € B, como F ¢é de classe C*,
de=¢é(B); F(x,U)>c|U", Vx € B,|U| > 1.

(b) Crescimento para 0 < |U| < 1:
Por (F3),
' > 1

‘VF(x,U)
19

F(a,U)
Integrando (b) de |U| até 1, se 0 < |U| < 1,

] F(x,£1) - 1
n|———= n|—;|-
Fz,U) |~ \|U/"
1
Ainda , p > max {p,q} > 1. Isto implica que , |U|" < |U| < 1. Assim, W > 1,U #0.
Ainda para mais, F(x,U) > 0 e a funcdo logaritmica é crescente, de modo consequente,
F(z,£1) < 1
F(z,U) |~ [UI"

e, seque que

0< F(x,U) < lr‘r/llel}iF(x,V) UM Vo e RN, 0 < |U| < 1.

Assumindo a condi¢ao (Fy), entdo existe uma constante cs tal que max F(z,V) < cs.

F(z,U)
o [UI"

Defina m = maz {p,q}. Segue que lljim = 0 para todo x € RY, isto €, dado
_>

U]
e >0, existe 6 > 0 tal que

m

F(a,U) < e|U" = e (Jul” + ") * < eca (jul™ + o),

para todo x € RY ¢ |U| < 4.

11
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Outrossim, usando (F1), (Fy) e a desigualdade de Young

F(z,u,v) = /uF(assv)ds+/vF(a:Os)d8+F(:E 0,0)

/ | |p1 1|U|q1 d8+62/ |u|q2| |p2 1d8

S |u‘p1+q1 + |U|p1+q1 i ’u|p2+q2 + |U|p2+qz) 7

IN

VreRY eV (u,v) € R%

Observe que , em particular, vale para todo x € RY ¢ |U] > 6.

Agora, podemos condensar todas essas estimativas para obter a sequinte estimativa
F(maua U) < €cy (‘U’m + ‘U‘m) + C5 (\u]p”ql —+ ‘U’P1+q1 + ‘u’p2+q2 + ‘U|P2+¢Z2)
para todo x € RN e U € R2.

Manipulando o funcional Z conseguimos obter a sequinte estimativa

T) = Slult,+ ol = [ Pleuods
> 2l + ¢ ol = e [l + 1ol da
— c5 /N <‘u|p1+q1 4 ‘,U’IH'HII + |u’p2+q2 + ‘v|p2+q2) dr
R

>l + 7 ol = eca (Jall, + ol

D » a » a
S (HUHW Il a4 ol

Considere a norma |[(u,v)|[p = p > 0 suficientemente pequena, entdo, aplicando a

estimativa ltima para o funcional I, existe a = ap) > 0 tal que

O (u,v) > alp) > 0.

Sob outra perspectiva, por (a), F(x,U) > c|U|", Vx € B,|U| > 1. Ezecutando (u,v) :=
(tu,tv) para t € R e usando a definicao do funcional ® seque que

1 1
viewte) < ool f e { ol | e [ oy
4 ’ q ! RN

= tPA+t'B—-t'C.

Finalmente, fazendo t — oo, como p > max{p,q}, obtemos que ®(tu,tv) — —oo. Em
oulros termos, existe um elemento e € E, 4 tal que

d(e) < 0.

12
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Provado o Lemal[d.3] isto é, T € C* (E, 4, R), (vide [7]), satisfaz a condi¢io (P.S.) e I tem
a geometria do Passo da Montanha, entao podemos concluir a existéncia de uma solucao
fraca nao trivial para o problema (S) pelo Teorema do Passo da Montanha (Teorema B.2])

]
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