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Resumo
Este trabalho apresenta simulag6es numéricas tridimensionais do aquecimento dhmico em um meio

homogéneo, utilizando um sistema de equac¢des diferenciais parciais ndo lineares e acopladas que
descrevem a conducédo de calor, a distribuicdo do campo elétrico e a geracao de energia térmica. A
abordagem adotada considera a dependéncia da condutividade elétrica com a temperatura. As equa-
¢Oes gowvernantes foram discretizadas por meio do Método das Diferencas Finitas com aproximacdes
de segunda ordem em malha uniforme, usando um esquema totalmente implicito. As analises reve-
laram uma elevagé@o quase linear da temperatura, com maior intensidade na regido central do domi-
nio, onde ha maior densidade de corrente elétrica. A geracdo wolumétrica de calor também se con-
centrou no centro, acompanhando os gradientes do potencial elétrico. Os resultados obtidos mostra-
ram-se consistentes com estudos anteriores e reforcaram a confiabilidade do modelo para aplicages
enwlvendo aquecimento rapido, uniforme e controlado em sistemas condutivos.

Palavras-chave: Tratamento Térmico de Alimentos; Métodos Numéricos; Diferencas Finitas.
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Abstract
This work presents three-dimensional numerical simulations of ohmic heating in a homogeneous me-

dium, using a system of coupled nonlinear partial differential equations that describe heat conduction,
electric field distribution, and thermal energy generation. The approach adopted considers the de-
pendence of electrical conductivity on temperature. The gowverning equations were discretized using
the Finite Difference Method with second-order approximations in a uniform mesh, using a fully implicit
scheme. The analyses revealed an almost linear temperature increase, with greater intensity in the
central region of the domain, where there is a higher electric current density. Volumetric heat genera-
tion was also concentrated in the center, following the gradients of the electric potential. The results
obtained were consistent with previous studies and reinforce the reliability of the model for applications
involving rapid, uniform, and controlled heating in conductive systems.

Keywords: Thermal Food Processing; Numerical Methods; Finite Differences.

Resumen
Este trabajo presenta simulaciones numeéricas tridimensionales del calentamiento éhmico en un me-

dio homogéneo, utilizando un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales acopladas
gue describen la conduccién de calor, la distribucion del campo eléctrico y la generacién de energia
térmica. El enfoque adoptado considera la dependencia de la conductividad eléctrica con la tempera-
tura. Las ecuaciones que rigen el proceso se discretizaron mediante el Método de Diferencias Finitas
con aproximaciones de segundo orden en una malla uniforme, utilizando un esquema totalmente im-
plicito. Los analisis revelaron un aumento casi lineal de la temperatura, con mayor intensidad en la
region central del dominio, donde existe una mayor densidad de corriente eléctrica. La generacién de
calor wolumétrico también se concentrd en el centro, siguiendo los gradientes del potencial eléctrico.
Los resultados obtenidos fueron consistentes con estudios previos y refuerzan la fiabilidad del modelo
para aplicaciones que implican calentamiento rapido, uniforme y controlado en sistemas conductores.

Palabras clave: Procesamiento térmico de alimentos; Métodos numéricos; Diferencias finitas.

1. Introducéo

O aquecimento dhmico, cujo nome faz referéncia a Georg Simon Ohm, fisico
alemao responsavel pela formulacédo da Lei de Ohm, baseia-se no Efeito Joule (joule
heating), fendbmeno descrito por James Prescott Joule em 1841. De acordo com
Jaeger et al. (2016), as primeiras aplicacdes industriais do aquecimento 6hmico para
tratamento térmico datam da década de 1920, com o desenvolvimento do processo
Electropure. Esse processo consistia no aquecimento continuo do leite por meio de

eletrodos de carbono e corrente alternada de 220 V, operando a uma frequéncia de
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60 Hz. Apbés sua aprovacdo para pasteurizacdo, a tecnologia foi amplamente
difundida nos Estados Unidos e, por wvolta de 1950, jA era utlizada em
aproximadamente 50 fabricas, atendendo cerca de 50.000 consumidores.

Embora o principio fisico do aquecimento 6hmico seja conhecido ha mais de
um século, sua aplicagcdo em alimentos consolidou-se apenas na segunda metade
do século XX. Atualmente, essa técnica figura entre as tecnologias emergentes mais
investigadas no setor de alimentos, com diversas aplicacdes industriais e cientfficas.
Inicialmente empregada como método de pasteurizacdo, a tecnologia mostrou-se
eficaz na inativacdo de fungos e bactérias, preservando a qualidade microbiolégica
dos produtos. No contexto da bioeconomia, o aquecimento 6hmico tem sido utilizado
na valorizacdo de diferentes biomassas, destacando-se pela redugcdo do consumo
energético e pela diminuicdo da quantidade de solventes organicos necessarios em
processos de extracdo de compostos bioativos, quando comparado a métodos
convencionais (Pereira; Jung, 2023).

Uma das principais vantagens do aquecimento 6hmico reside na capacidade
de promover taxas de aquecimento extremamente rapidas e espacialmente
uniformes em todo o volume do alimento (Hayakawa; Nonino; Succar, 1983). Em
contraste, métodos térmicos tradicionais, como pasteurizacdo, esterilizacéo,
secagem e evaporacdo, embora amplamente utilizados na indlstria alimenticia,
apresentam limitagOes significativas. Segundo Alkanan et al. (2021), tais processos
podem ocasionar perdas nutricionais relevantes, além de demandarem elevado
consumo energético, comprometendo a sustentabilidade. Nesse sentido, o
aquecimento 6hmico tem se destacado como uma alternativa mais eficiente,
conforme demonstrado por De Alwis e Fryer (1990). O processo baseia-se no
posicionamento de eletrodos condutores nas extremidades de uma camara,
permitindo que o alimento, devido a presenca de agua e sais, atue como meio
condutor de eletricidade. A aplicacdo de uma diferenca de potencial elétrico induz a
passagem de corrente elétrica atraves do produto, resultando na geracao
volumétrica de calor pelo Efeito Joule (Ye et al., 2004).

Apesar dessas vantagens, para assegurar que 0 produto ndo sofra

degradacao significativa de qualidade durante o aquecimento 6hmico, torna-se
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essencial o monitoramento de propriedades intensivas, como a temperatura e a
tensdo elétrica aplicadas ao sistema. O controle adequado dessas grandezas
permite ajustar as condi¢cdes operacionais de modo a evitar a superacéo de limites
criticos que possam comprometer a estrutura fisica, quimica ou nutricional do
material processado. Nesse contexto, Giuliangeli, Stroher e Shirai (2023)
compararam o aquecimento convencional e o aguecimento dhmico aplicados a polpa
de goiaba (Psidium guajava) e observaram reducdes entre 69% e 95% no teor de
acido ascérbico quando o produto foi submetido a periodos prolongados de
aquecimento 6hmico. Esses resultados evidenciam que, apesar das vantagens
associadas a rapidez e a uniformidade do aquecimento, a auséncia de um controle
rigoroso das variaveis elétricas e térmicas pode resultar em perdas nutricionais
significativas, reforcando a importancia de modelos matematicos e simulacfes
numéricas como ferramentas de apoio ao projeto e a otimizacdo de sistemas de
aquecimento 6hmico.

Além dos avancos experimentais e industriais, 0 aguecimento 6hmico tem
sido amplamente investigado por meio de modelagem mateméatica e simulacbes
numeéricas, as quais desempenham papel fundamental na compreensdo dos
mecanismos fisicos envolvidos e na otimizagdo do processo. Devido a forte
dependéncia da condutividade elétrica com a temperatura, o fenbmeno ¢é
intrinsecamente nao linear e acoplado, exigindo a resolucdo simultanea das
equacdes de conservacdo da corrente elétrica, transferéncia de calor e geracao
volumétrica de energia. Nesse contexto, métodos numéricos permitem a analise
detalhada das distribuicbes espaciais de temperatura, potencial elétrico e densidade
de corrente, grandezas que sao de dificil obtencdo por meio de técnicas
experimentais.

Os primeiros estudos de modelagem numeérica do aquecimento 6hmico foram
conduzidos por Palaniappan e Sastry (1991) e Palaniappan e Sastry (1992), que
desenvolveram modelos unidimensionais e bidimensionais baseados no Método das
Diferencas Finitas para descrever o aquecimento de alimentos liquidos e
particulados. Esses trabalhos evidenciaram que o aquecimento 6hmico produz perfis

de temperatura significativamente mais uniformes quando comparado aos métodos
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convencionais, além de destacar a importancia da correta representacdo da
dependéncia da condutividade elétrica com a temperatura, o(T), para a previsdo da
estabilidade térmica do processo. Zhang, Wang e Fryer (2021) desenvolveram um
modelo numérico acoplado para o aquecimento 6hmico em configuracdo colinear,
considerando um caso unidimensional em coordenadas cilindricas e regime
transitorio. As equacdes governantes foram resolvidas numericamente no MATLAB,
via método dos elementos finitos, apresentando elevada acuracia quando validadas
com solugBes analiticas.

Posteriormente, diversos autores estenderam essas analises para geometrias
mais complexas e condi¢cdes operacionais mais realistas. Icier e llicali (2005)
investigaram numericamente o efeito da variacdo da condutividade elétrica com a
temperatura em sistemas de aquecimento 6hmico aplicados a alimentos liquidos,
demonstrando que pequenas variacoes em o(T) podem resultar em diferencas
expressivas nos campos de temperatura e na taxa de geracdo de calor. Estudos
adicionais, como os de Zareifard e Ramaswamy (2003) e Lima, Oliveira e Silva
(2017), reforcaram que a modelagem numeérica constitui uma ferramenta essencial
para a identificacédo de regides de aquecimento preferencial e de gradientes térmicos
potencialmente indesejaveis.

Com os avancos tecnolégicos no campo computacional, abordagens
tridimensionais passaram a ser empregadas para representar de forma mais fiel os
sistemas de aquecimento 6hmico. Essas simulagBes permitem avaliar efeitos
geométricos, condicdes de contorno complexas e o acoplamento completo entre
multiplos campos fisicos (Guo et al., 2017). No entanto, ainda sdo relativamente
escassos 0s estudos que exploram modelos tridimensionais em dominios uniformes
com acoplamento ndo linear total entre potencial elétrico, temperatura e geracao de
energia. Embora estudos tridimensionais e bidimensionais (Mamédio, Stréher e
Santiago, 2024) ja tenham sido reportados na literatura, como aqueles que utilizam
métodos de elementos finitos ou abordagens hibridas para sistemas com
propriedades elétricas ndo uniformes (Guo et al. 2017), observa-se que ainda s&o
limitados os trabalhos que exploram a formulacdo tridimensional em malha

estruturada uniforme, com discretizagdo por Diferengas Finitas e acoplamento
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eletrotérmico totalmente implicito. Além disso, poucos estudos discutem
explicitamente a influéncia do tratamento numérico da condutividade dependente da
temperatura sobre a estabilidade e convergéncia do esquema iterativo. Nesse
contexto, o presente trabalho busca contribuir ao propor uma formulacéo
tridimensional sistematica, com detalhamento explicito da discretizacdo e andlise de

convergéncia numerica.

2. Modelos Mateméatico e Numéricos

2.1 Modelos Matematicos

As equacdes que governam o fendmeno de aquecimento 6hmico, em um
dominio N tridimensional conforme Figura 1, consideram a interacdo entre 0
potencial elétrico, a conducédo de calor e a geracdo de energia térmica em um meio
estatico. Assim, o problema pode ser modelado por um sistema de trés equacdes
diferenciais parciais dependentes do tempo, ndo lineares e acopladas, que
relacionam a distribuicdo do potencial elétrico, V, e a temperatura, T.

-
o

T, V,U

-

L9

Y

Figura 1. Representagcdo do dominio, 2, e grandezas fisicas T, V, U.

A formulacdo adotada baseia-se nas seguintes hipéteses: (i) meio homogéneo
e isotropico; (ii) propriedades térmicas (k, p, ¢,) constantes; (i) condutividade elétrica

linearmente dependente da temperatura, Eq.(1); (iv) regime eletro quase-estatico,
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sem efeitos capacitivos ou indutivos; (v) auséncia de convecgdo interna; e (Vi)
geometria regular com eletrodos planos parcialmente aplicados.

A hipétese de homogeneidade € amplamente empregada em modelagens
fundamentais de aquecimento 6hmico De Alwis e Fryer (1990) Ye et al., (2004). A
consideracdo de propriedades térmicas constantes é adequada para faixas
moderadas de temperatura. O regime eletro quase-estatico e a auséncia de
convecgdo sdo compativeis com sistemas predominantemente condutivos e meios
em repouso. Tais simplificacBes permitem isolar o acoplamento eletrotérmico
essencial do problema. Entretanto, variacdes espaciais de propriedades ou a
inclusdo de efeitos convectivos podem modificar a intensidade dos gradientes
térmicos, constituindo extensdo natural para estudos futuros.

Na modelagem proposta para o aquecimento 6hmico, a condutividade elétrica

€ uma grandeza dependente da temperatura e é calculada por meio da funcéo linear
o(T) = BT + C (1)

Em que T é a temperatura, B e C sdo constantes que variam com o potencial elétrico
utilizado, Icier e llicali (2005).

A equacdo que governa a conservacdo da corrente elétrica em um meio
anisotropico ou ndao homogéneo, amplamente empregada na modelagem de
problemas de conducdo elétrica em materiais com propriedades dependentes da

temperatura, € dada, em trés dimensdes, por De Alwis e Fryer (1990)
] av 9 av G av] _

em que V denota o potencial elétrico, ¢(T) € a condutividade elétrica dependente da
temperatura e x,y e z sdo as coordenadas espaciais cartesianas. A Eq. (2)

corresponde a forma tridimensional da equacao da continuidade da corrente elétrica,
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obtida a partir da combinacdo da Lei de Ohm generalizada com a condicdo de
conservacdo de carga elétrica.

Essa formulagdo assume um meio estacionario, na auséncia de fontes
volumétricas de corrente elétrica e de efeitos capacitivos ou indutivos, sendo,
portanto, adequada para regimes quase-estaticos, tipicos de processos de
aquecimento 6hmico em alimentos. A dependéncia funcional da condutividade
elétrica com a temperatura introduz um forte acoplamento néo linear entre o campo
elétrico e o campo térmico, exigindo a resolucdo simultinea das equacdes
governantes. As condi¢cdes de contorno aplicadas ao potencial elétrico sao do tipo
mista e serdo detalhadas na Secdo de Modelagem Numérica.

A evolucdo da temperatura no interior do dominio 2 € descrita pela equacao
da conducao de calor com termo de geracao volumétrica. Essa equacédo resulta do
balanco local de energia e leva em consideracédo tanto a condugéo térmica no meio
guanto a geracao interna de calor associada ao efeito Joule, decorrente da

passagem de corrente elétrica (Ye et al., 2004):
—k—2+—2+7)+U (3)

7

em que p € a massa especifica do material, ¢, € o calor especifico a presséo

constante, k é a condutividade térmica e T representa a temperatura. O termo U
corresponde a taxa de geracdo volumétrica de energia térmica, resultante da
dissipacao elétrica no meio condutor.

A Eq. (3) é valida sob a hipotese de meio homogéneo, propriedades térmicas
constantes e auséncia de efeitos convectivos internos, sendo adequada para a
modelagem do aquecimento 6hmico em materiais solidos ou fluidos em repouso. As
condi¢bes de contorno térmicas adotadas sdo do tipo Robin em todas as faces do
dominio, representando a troca de calor por convec¢cdo com 0 meio externo, e sao
dadas por —k 0T /on = h(T — T.,).



https://doi.org/10.61164/5sxspa96

Received: 13/01/2026 - Accepted: 13/02/2026
REMUNOM &
DOI: 10.61164/5sxspa96
ISSN 2178-6925 Pages: 1-23

O termo de geracdo interna de calor, U , associado ao efeito Joule, é expresso

por:

0 = o |(5) + (5) + ()] “@)

em que U representa a taxa de geracdo volumétrica de energia térmica, isto €, a
poténcia dissipada por unidade de volume em decorréncia da passagem de corrente
elétrica no meio condutor. O parametro n denota a eficiéncia elétrica do processo,
incorporando eventuais perdas ndo convertidas em energia térmica Util, enquanto
o(T) é a condutividade elétrica dependente da temperatura.

A EqQ. (4) resulta diretamente da forma local da Lei de Joule, na qual a geragao
de calor é proporcional ao quadrado do médulo do campo elétrico e a condutividade
do material. Essa expressdo estabelece o acoplamento explicito entre 0 campo
elétrico, governado pela Eqg. (2), e o campo térmico, descrito pela Eg. (3), sendo
amplamente empregada na modelagem de processos eletrotérmicos, como o
aguecimento 6hmico em alimentos e materiais condutores. Admite-se que ndo ha
geracao interna de calor nas paredes do dominio, de modo que U = 0 nos contornos.

As equacOes governantes do aquecimento 6hmico, Egs. (1) a (4), em conjunto
com as condi¢bes de contorno associadas, constituem um sistema de equacodes
diferenciais parciais dependentes do tempo, ndo lineares e fortemente acopladas,
envolvendo o potencial elétrico, V, a temperatura, T, e a taxa de geragédo volumétrica
de energia térmica, U.

Cabe destacar que o presente estudo ndo inclui validacao experimental direta,
configurando uma limitacdo do escopo adotado. O modelo foi avaliado sob
consisténcia fisica e convergéncia numérica, com comparacdo qualitativa frente a
literatura especializada. Investigacbes futuras poderdo incorporar validacdo
experimental ou comparacdo quantitativa sistematica com dados previamente

publicados, ampliando o alcance aplicado da formulagcdo proposta.



https://doi.org/10.61164/5sxspa96

Received: 13/01/2026 - Accepted: 13/02/2026
REMUNOM &
DOI: 10.61164/5sxspa96
ISSN 2178-6925 Pages: 1-23

A seguir, apresenta-se a discretizacdo numérica das equacdes governantes
descritas anteriormente, estabelecendo a transicdo entre a formulacdo matematica

continua e sua implementacdo computacional.

2.2 Modelos Numéricos

As equacdes governantes foram aproximadas por meio do Método das
Diferencas Finitas (MDF) (Pletcher; Tannehill; Anderson, 2012), empregando-se
malhas uniformes. Para a solucéo do problema em regime ndo permanente, utilizou-
se um esquema completamente implicito (Patankar, 2018). Nesse esquema, a cada
passo de tempo resolve-se um sistema de equacdes algébricas néo linear, em razéao
da dependéncia da condutividade elétrica com a temperatura. As derivadas
espaciais foram aproximadas por esquemas centrados de segunda ordem (CDS-2).

Em wuma malha tridimensional uniforme, com N, = N, =N, =N
representando o niumero de pontos em cada direcdo, e espacamento Ax = Ay =
Az = h ou, de forma equivalente, a distancia entre dois pontos consecutivos da
malha. Cada ponto da malha computacional € definido como (x;,y;2zx) = ((i —
1h,(Gj—1)h,(k—1)h), onde i,j,k = 1,..,Ne h = L/(N—1),emque Ly = L, =
L, = Lrepresenta o comprimento do dominio em cada diregdo coordenada. Nas
simulacdes realizadas, adotou-se L = 0,1 m. A conectividade entre o ponto central
e seus vizinhos imediatos, utilizada na discretizacdo espacial pelo Método das

Diferencas Finitas, € ilustrada esquematicamente na Figura 2.

Za

(i,7 —1,k) .

y (i'sj!‘t"_l}

Figura 2. Representacdo do dominio tridimensional discretizado com malha central

paralela ao plano xy e do esténcil de sete pontos associado.
10
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A discretizacdo das equacdes diferenciais tridimensionais em um ponto P no
interior do dominio computacional, conduz a sistemas de equac¢fes algébricos que

podem ser representados genericamente por:

Ap¢p=AE¢E+AW¢W+AN¢N+AS¢S+AT¢T+AB¢B+bp )

Em que ¢ é a varidvel escalar genérica, que neste trabalho pode ser T, V ou U. Na
Figura 2, P € o ponto central, P = (i,j,k), E = (i+1,j,k), W = (i—1,j,k), N =
(i,j+1,k), S=(j—-1k), T = (i,j,k+1), B =(i,j,k—1) sao os pontos
vizinhos. Os coeficientes do sistema dado pela Eq. (5) nas direcdes x,y e z séo A,
Ag, Ay, Ay, Ag, Ar € Ag |, by, € 0 termo fonte ou contribui¢éo das condi¢cdes de contorno
no ponto P.

A aproximacdo das derivadas da Eq. (2), no ponto P = (i,j, k),

negligenciando os erros de truncamento, conduz a

Gi+1/2,j,k(VE - Vp)— Ji—1/2,j,k(Vp - V)

h2
+Ui,j+1/2,k(VN — Vp) — Ui,j—1/2,k(Vp - )
h2
+ i je+1/2(Vr— Vp);zgi,j,k—l/z(vp - Vg) -0 (6)

De forma a manter a consisténcia de segunda ordem do esquema centrado,
a condutividade elétrica é aproximada nos pontos intermediarios entre nos
adjacentes por media aritmética. Assim, na direcdo X, tem-se 0., ,,;, = %(0, +
op), de maneira analoga, nas direcdes y e z obtém-se ;.4 /5, = Y2(0p + oy) €
0;jk+12 = Y2(0p + op) . Para os pontos a montante, as aproximacdes sao dadas
POr o;_y 5k = Y2(0p + 0w), 0y j 1y = Y2(0p + O5) €041/ = Y2(0p + 0p).

Organizando os termos da Eq. (6) na forma algébrica usual do MDF, Eq. (5),

obtém-se o sistema A,V, + A Vp + AV, + AyVy + AV + AV + AgVy = 0,
11
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em que Ap = O-i+1/2,j,k/h2'AW = Gi—l/Z,j,k/hz'AN = 0i,j+1/2,k/h2'AS= Oij-1/2k/
h?,Ar = 0 jye12/0°Ag = 0, _1/,/h% € 0 coeficiente central € dado por A, =
—(A; + Ay + Ay + Ag + Ap + Ap).

Como nédo ha termo fonte explicito na Eq. (2), b, = 0. A condutividade o(T)
depende da temperatura, portanto, o sistema resultante € ndo linear. Assim, em cada
passo de tempo, atualiza-se a temperatura, recalcula-se a condutividade e resolve-
se iterativamente o sistema linear até atingir o critério de parada. Essa abordagem
preserva a acurdcia espacial de segunda ordem e a estabilidade do esquema
totalmente implicito.

As condi¢des de contorno para o potencial elétrico, Eq. (2), foram aplicadas
da seguinte forma: Faces superior e inferior (Neumann): dV/dyl,_, =0 e
av/dyl, ., = 0; Faces frontal e traseira (Neumann): aV/dz|,_, = 0 e dV/oz|,_, = 0,
Faces esquerda e direita (mista Dirichlet): Para L/3 < y < 2L/3:V(x = 0,y,z) =
0OeV(x = L,y,z) = Vg, fora dessa faixa (Neumann): 0V/dx|,_, =0 e dV /ox|,_, =
0. Tais condi¢gbes de contorno descrevem o posicionamento dos eletrodos nas faces
zy do dominio.

A discretizacao temporal da Eq. (3) foi realizada por meio de um esquema
implicito. Dessa forma, no ponto P = (i, j, k) da malha, obtém-se:

T£+1 _ 2Tpn+1+ TWn+1 + TIG+1 _ 2Tpn+1 + T§1+1 +
7.ntl _pon 2 2 .
: == k " n+1 +1 n+}1l + Upn (7)
At Tr —2T,"" " +Tg

+ 2

PCp

em que o termo de geracdo de calor € avaliado no instante n, garantindo a
linearizacdo do sistema em cada passo de tempo.

Reorganizando os termos da Eq. (7), obtém-se a forma algébrica usual do
MDFA,T,™" = ApTy" + Ay Ty™ "t + AyTy™t + AT + ApTp™ ™ + AT +
b, com os coeficientes definidos por A = Ay, = Ay = Ag = A; = A =

kAt/(pc, h®), e A, = 1 + 6k At/(p cpy h®), by, = Tp," + At/(pcy)Up" .

12
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Esse procedimento resulta em um sistema linear esparso que € resolvido
iterativamente em cada passo de tempo, garantindo estabilidade numérica e
acuracia temporal de segunda ordem, caracteristicas tipicas do esquema implicito.

A equacdo da geracao de energia interna, Eq. (4), é aproximada da seguinte

forma:

. Wy =-Vs)? | (Vg—Vy)? (Vp—Vg)?
Up =17 UP [ (2n) 2 + (2h)? + (2h)?2 (8)

em que o, = 0,(Tp) representa a condutividade elétrica avaliada no ponto P. A Eq.
(8) é avaliada apenas nos pontos internos do dominio computacional, sendo imposto
U = 0 nos contornos, em conformidade com as condicdes fisicas do problema.

Os sistemas de equacOes algébricas acoplados foram resolvidos com o
método iterativo de Gauss-Seidel (Burden; Faires, 2003), adotando-se como critério
de convergéncia o valor do residuo entre iteragcBes sucessivas. Um esquema
completamente implicito (Patankar, 2018), no qual as equacfes algébricas ndo
lineares sédo aproximadas em passos de tempo de tamanho At é usado. O processo
iterativo foi conduzido com um numero fixo de iteracBes até atingir a condicdo de
convergéncia na variavel T, em cada passo de tempo, max(T'* — T < 107° em
gue it é o nimero da iteracao, e o tempo fisico final estabelecido é de 240 segundos.
Durante o ciclo iterativo, a geracdo de energia interna, U, foi atualizada
imediatamente apds o calculo do potencial elétrico, V. Com o objetivo de avaliar a
influéncia da discretizacao espacial sobre os resultados, foram realizados testes de
refinamento de malha considerando diferentes resolugdes tridimensionais, N =
333,653 e 1293. A comparacéo foi realizada com base na temperatura maxima no
dominio ao tempo fisico final. Observou-se que a variacao relativa entre as malhas
65° e 1293 foi inferior a 0,5%, indicando que a malha adotada (1293) é
suficientemente refinada para garantir independéncia numérica dos resultados.

Com o objetivo de avaliar a influéncia do coeficiente linear da condutividade
elétrica, Eq.(1), foi realizada uma andlise de sensibilidade variando-se o parametro
B em +10% em relacdo ao valor base (B = 0,0118 S- m™*- K™!), mantendo-se os
demais parametros constantes. As simulagées foram conduzidas na malha 1293 ,

sendo analisados os valores de temperatura e potencial elétrico no ponto central
13
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(0,05;0,05; 0,05) no tempo final de 240s. Conforme ilustrado na Fig. 3 (a), a variagao
relativa da temperatura foi inferior a 0,05%, indicando baixa sensibilidade térmica ao
parametro B. Por sua vez, a Fig. 3 (b) mostra que o potencial elétrico apresentou
variacado da ordem de 1%, evidenciando maior sensibilidade do campo elétrico a
alteragcdo da condutividade. Esses resultados confirmam a coeréncia do
acoplamento eletrotérmico implementado, no qual pequenas variagcbes em a(T)

afetam mais diretamente o campo elétrico do que o comportamento térmico global

Received: 13/01/2026 - Accepted: 13/02/2026
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Figura 3: Andlise de sensibilidade paramétrica no ponto central

(0,05; 0,05; 0,05) para variagdes de +10% no coeficiente linear B da Eq. (1) na malha
1293 até o tempo fisico final de 240 s : (a) evolugcdo temporal da temperatura; (b)

evolugdo temporal do potencial elétrico.

O histérico de convergéncia do método numérico empregado é apresentado
na Figura 4, onde se observa o decaimento monotdnico do residuo global até a
tolerancia prescrita. No primeiro passo de tempo, o residuo decai rapidamente ao
longo das iteragdes internas, indicando boa aproximacéo inicial da solugéo. A partir
dos passos de tempo subsequentes, observam-se oscilagdes do residuo em torno
da tolerancia estabelecida. Esse comportamento € tipico de problemas dependentes
do tempo com forte acoplamento ndo linear e indica a estabilidade e a robustez do

esquema iterativo adotado.

14
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Figura 4. Evolucdo do residuo global ao longo das iteragdes na malha 1293.

As propriedades fisicas utilizadas nas simulacbes numéricas foram extraidas
de Icier e llicali (2005), e estdo resumidas na Tabela 1.

Tabela 1. Propriedades fisicas da amostra

Propriedade do material Simbolo | Valor Unidade
Coef. linear da condutividade elétrica B 0,0118 SmiK?
Coef. constante da condutividade elétrica C 0,4888 Sm?
Condutividade térmica k 0,51 W mK™?
Coeficiente de convecgao h 4,4 W m K1
Densidade do material p 1070 kg m™3
Calor especifico Cp 3411 | Jkg'K!
Tensao aplicada Vee 12 %4
Temperatura inicial Tcc 25 °C
Eficiéncia elétrica n 85% | Adimensional

3. Resultados e Discussao

Nesta secdo, apresenta-se inicialmente a descricdo objetiva dos resultados

numéricos obtidos, incluindo distribuicdo espacial, evolugdo temporal e valores

15
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maximos das variaveis analisadas. Em seguida, discute-se a interpretacao fisica
desses resultados a luz do acoplamento eletrotérmico do modelo.

O codigo computacional foi desenvolvido em Fortran 2013, utilizando
aritmética de dupla precisdo e compilado com o Visual Studio Community 2022. As
simulacdes foram executadas em um computador equipado com processador Intel
Core i7-9700, 3,00 GHz, e 24 GB de memodria RAM. Considerou-se uma temperatura
inicial uniforme de 25 °C tanto para o dominio sélido quanto para o ambiente externo.
O estudo foi conduzido sob uma diferengca de potencial elétrico aplicada entre
eletrodos opostos, com malha tridimensional uniforme composta por 1292 pontos.

A Figura 5 apresenta as distribuigcdes tridimensionais da temperatura e do
potencial elétrico no tempo fisico final de 240 s. Observa-se, na Figura 5(a), uma
elevacao significativa da temperatura ao longo de um canal central, indicando a
presenca de fortes gradientes térmicos nessa regido do dominio. Esse
comportamento esta diretamente associado a maior densidade de corrente elétrica
concentrada no eixo central, caracteristica tipica de processos de aquecimento
6hmico em meios condutores, nos quais o calor é gerado internamente pela
passagem de corrente elétrica através do material. Nessas condi¢fes, a intensidade
do aquecimento esta diretamente relacionada a magnitude do campo elétrico e as
propriedades elétricas do meio, resultando em maiores taxas de aquecimento nas

regides onde a corrente elétrica € mais intensa (Knirsch et al., 2010).

288
284
28

276
27

266
26.2
2586
254

TN
o=

S NWREROD~ MO

0.1 0.1

Figura 5. Distribui¢des tridimensionais no tempo final de 240 s: (a) temperatura e

(b) potencial elétrico.
16
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A distribuicdo do potencial elétrico, apresentada na Figura 5(b), exibe variacdo
suave entre as faces opostas do dominio, resultando em um campo elétrico
aproximadamente uniforme fora da regido central. Tal comportamento é coerente
com a aplicacdo de eletrodos planos paralelos e evidencia que a ndo uniformidade
térmica observada € consequéncia direta do acoplamento eletrotérmico e ndo de
irregularidades no campo elétrico imposto.

A Figura 6 apresenta os cortes planos paralelos da condutividade elétrica o(T)
em diferentes posi¢cdes ao longo do dominio no tempo fisico final. Observa-se que
0s maiores valores de o concentram-se na regiao central, coincidindo com as areas
de maior elevagédo de temperatura, em decorréncia da relagéo constitutiva adotada,
na qual a condutividade elétrica aumenta com a temperatura. Os cortes evidenciam
uma distribuicdo espacial suave e simétrica de o, coerente com a geometria do
problema e com as condi¢cdes de contorno impostas. Observa-se que a medida que
a temperatura se eleva no interior do dominio, ocorre um aumento local da
condutividade elétrica, intensificando a conducdo de corrente nessa regido e
caracterizando um processo de realimentacdo positiva tipico do aquecimento
6hmico. A auséncia de descontinuidades no campo de o indica estabilidade
numeérica e consisténcia no acoplamento eletrotérmico. Sob um campo elétrico
aproximadamente uniforme, a distribuicdo de o é suficiente para explicar a formagéo

dos gradientes térmicos observados no dominio.

Figura 6. Cortes planos paralelos da condutividade elétrica ¢(T) em diferentes
posicdes ao longo do dominio no tempo final.
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Figura 7. Cortes planos da temperatura T em diferentes posi¢cdes do dominio
tridimensional no tempo fisico final.

Para uma analise mais detalhada do comportamento espacial das variaveis,
as Figuras 7 e 8 apresentam cortes planos em diferentes posicées do dominio
tridimensional no tempo fisico final. Observa-se que os campos de temperatura,
Figura 7, e de potencial elétrico, Figura 8, preservam a simetria geométrica do
problema, evidenciando uma distribuicdo espacial coerente com as condi¢cdes de
contorno e com a configuracdo dos eletrodos. No caso da temperatura, 0s cortes
revelam a formacgédo de regies com gradientes térmicos mais acentuados no interior
do dominio, associados as areas de maior intensidade do aquecimento éhmico,
enquanto as regides proximas as superficies externas apresentam variacbes mais

suaves.

Figura 8. Cortes planos do potencial elétrico IV em diferentes posicdes do dominio
tridimensional no tempo fisico final.

Do ponto de vista fisico, essas distribuicdes confirmam que o aquecimento

ocorre predominantemente de forma volumétrica, sendo governado pela interacéo
18
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entre 0 campo elétrico aplicado e as propriedades elétricas do meio. Do ponto de
vista numeérico, a suavidade dos campos e a auséncia de descontinuidades ou
oscilacdes nos cortes indicam que a discretizacao tridimensional adotada é capaz
de capturar adequadamente os gradientes das variaveis de interesse. Esses
resultados reforcam a necessidade de uma modelagem tridimensional, uma vez que
a complexidade espacial observada ndo poderia ser representada de forma
satisfatéria por aproximagdes unidimensionais ou bidimensionais.
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Figura 9. Evolucéo temporal das variaveis no plano central (x,y,0,05): (a)

condutividade elétrica, (b) geracdo de energia, (c) temperatura e (d) potencial
elétrico.
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As Figuras 9 (a)—-(d) apresentam a evolugdo temporal das variaveis
condutividade elétrica, geracdo de energia, temperatura e potencial elétrico em
pontos localizados no plano central (x,y,0,05). Observa-se que o ponto central
(0,05,0,05,0,05) apresenta sistematicamente os maiores valores de condutividade
elétrica e de geracdo de energia, conforme ilustrado nas Figuras 9(a) e 9(b). Esse
comportamento decorre da maior elevacado de temperatura nessa regido, uma vez
gue a condutividade elétrica é funcdo crescente da temperatura, intensificando
localmente a dissipacao elétrica.

A Figura 9(c) mostra que a evolugcdo temporal da temperatura apresenta
comportamento aproximadamente linear em todos os pontos analisados, com maior
taxa de aquecimento na regido central do dominio. Esse regime quase linear esta
associado a aplicacdo constante do campo elétrico e a variacdo gradual da
condutividade elétrica ao longo do tempo, caracteristica tipica de processos de
agquecimento 6hmico. As diferencas observadas entre os pontos refletem a influéncia
da posicao relativa em relacédo a regiao de maior conducéo de corrente elétrica.

A evolucdo do potencial elétrico, apresentada na Figura 9(d), indica que os
valores se estabilizam rapidamente nos instantes iniciais, passando a variar de forma
suave ao longo do tempo. Embora a equacdo governante do potencial elétrico ndo
dependa explicitamente da variavel temporal, sua solugdo é indiretamente
influenciada pela evolugéo térmica do sistema, uma vez que a condutividade elétrica
varia com a temperatura. Esse efeito evidencia o acoplamento eletrotérmico do
modelo, no qual alteragbes no campo térmico retroalimentam a distribuicdo do
potencial elétrico.

De forma geral, os perfis temporais obtidos para todas as variaveis
apresentam comportamento fisico consistente e numericamente estavel, em
concordancia com resultados classicos reportados na literatura sobre aquecimento
O6hmico, particularmente no que se refere a dependéncia da condutividade elétrica
com a temperatura e a formacao de gradientes térmicos associados a distribuicdo
do campo elétrico (De Alwis; Fryer, 1990; Knirsch et al., 2010). Esses resultados
confirmam a adequacdo do modelo tridimensional proposto para a descricdo do

fendbmeno de aquecimento 6hmico em meios continuos.
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4. Concluséao

Foi apresentada simulacbes numéricas tridimensional do aquecimento 6h-
mico em um meio homogéneo, considerando propriedades térmicas constantes e
condutividade elétrica linearmente dependente da temperatura. O modelo baseou-
se na resolucdo acoplada das equacdes de conservacao da corrente elétrica e da
energia, discretizadas por meio do Método das Diferencas Finitas em malha estrutu-
rada uniforme.

Os resultados evidenciaram que, nas condigbes simuladas, 0 aquecimento
ocorre predominantemente de forma volumétrica, com elevacao quase linear da tem-
peratura ao longo do tempo e maiores taxas de aquecimento concentradas na regiao
central do dominio. Tal comportamento esta associado a maior densidade de cor-
rente elétrica e ao aumento local da condutividade elétrica, caracterizando o acopla-
mento eletrotérmico do sistema modelado.

Do ponto de vista numérico, o esquema implicito adotado mostrou-se estavel
e convergente para a malha analisada, apresentando boa qualidade das solugdes
obtidas. A abordagem tridimensional permitiu capturar gradientes espaciais que nao
seriam adequadamente representados por modelos de menor dimensionalidade.

Ressalta-se que os resultados apresentados sao validos para as condi¢des
fisicas, geométricas e paramétricas consideradas neste estudo. Extensfes para
materiais heterogéneos, propriedades dependentes da temperatura ou geometrias

distintas requerem analises adicionais.
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